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TEST19 - Mécanique

�➔ Encadrer les résultats

1. Etablir l’équation du mouvement (équation différentielle) vérifiée par l’angle θ

pour un pendule simple.

2. Etablir l’expression de la vitesse d’impact lors d’une chute libre de hauteur h.

3. Établir l’équation différentielle de l’oscillateur harmonique dans le cas du ressort

horizontal de longueur à vide ℓ0 et de raideur k accroché à une masse m.

4. Établir l’équation différentielle vérifiée par z pour le système masse-ressort

vertical.

5. Pour le système masse-ressort vertical, établir l’expression de la position

d’équilibre zeq en fonction de ℓ0, m, g et k.
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Corrigé

1. Pour un pendule simple il existe deux façons d’arriver à l’équation du mouve-

ment :

— par le PFD :

m#–a = #–

P + #–

T

soit en base polaire pour un mouvement circulaire (mais non uniforme !) :

−mℓθ̇2 =mg cos θ − T

mℓθ̈ = −mg sin θ

la deuxième équation amène à :

θ̈ + g
ℓ
sin θ = 0

— par la conservation de l’énergie mécanique (qui n’est qu’une autre formula-

tion du théorème de l’énergie cinétique) :

Em = Ec +Epp = cste

soit :
1

2
mv2 +mgℓ (1 − cos θ) = cste

IMPORTANT : il faut savoir refaire le raisonnement permettant d’aboutir

à l’expression de Epp sur un schéma !

Avec en base polaire :

v = ℓθ̇
on a :

1

2
mℓ2θ̇2 +mgℓ (1 − cos θ) = cste

Soit alors :
dEm

dt
= 0
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ATTENTION : on dérive par rapport au temps t et non par rapport à θ,

des termes θ̈ et θ̇ apparaissent. Il s’agit de :

(un)′ = nu′un−1

et :

(cosu)′ = −u′ sinu
on a alors :

mℓ2θ̈θ̇ +mgℓθ̇ sin θ = 0
qui amène à nouveau à :

θ̈ + g
ℓ
sin θ = 0

2. REMARQUE le vecteur déplacement élémentaire s’exprime TOUJOURS (en

base cartésienne) par :

#–

dℓ = dx #–ex + dy #–ey + dz #–ez

Le plus rapide est de passer par une approche énergétique. Le théorème de

l’énergie cinétique appliqué entre l’instant initial au point A de hauteur h, de

vitesse nulle et l’instant final au point B d’altitude 0 et de vitesse d’impact v

donne :

∆Ec = Ec(B) −Ec(A) =WAB(
#–

P )
pour un axe Oz vertical ascendant :

1

2
mv2 − 0 = ∫

B

A
−mg #–ez.

#–

dℓ

1

2
mv2 − 0 = ∫

B

A
−mg #–ez.dz

#–ez

POINT IMPORTANT ICI :

1

2
mv2 − 0 = −mg[z]BA
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1

2
mv2 − 0 = −mg (zB − zA)
1

2
mv2 − 0 = −mg (0 − h)

soit :
1

2
mv2 =mgh

finalement :

v =
√
2gh

3. Voir cours. En prenant x la position par rapport au mur on arrive à :

ẍ + ω2
0x = ω2

0ℓ0

avec ω2
0 = k

m.

Si on prends X = x − ℓ0 l’écart par rapport à la position d’équilibre, on a :

Ẍ + ω2
0X = 0

4. Système : masse, référentiel terrestre supposé galiléen. Le principe fondamental

de la dynamique appliquée à la masse nous donne :

m#–a = #–

P + #–

F

soit avec un axe Oz vertical descendant :

mz̈ =mg − k(ℓ − ℓ0)

avec z la position, soit la longueur du ressort ℓ :

mz̈ =mg − k(z − ℓ0)

il vient :

z̈ + k

m
z = g + kℓ0

m
d’après la question précédente, on a alors :

z̈ + k

m
z = k

m
zeq
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5. À l’équilibre de la masse, on a :

#–

P + #–

F = #–
0

soit avec un axe Oz vertical descendant :

mg − k(ℓ − ℓ0) = 0

ou encore :

mg − k(z − ℓ0) = 0
on est à l’équilibre, donc :

z = zeq
finalement :

zeq = ℓ0 +
mg

k
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